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Energetikai módszer

𝐽∗ = න
𝑉

𝑘𝑓 ሶ𝜑𝑒𝑞𝑑𝑉 + න

𝐴Γ

𝜏 Δ𝑣 𝑑𝐴Γ + න

𝐴𝑠

𝜏𝑠 Δ𝑣 𝑑𝐴𝑠 = න

𝐴𝑡

𝑇𝑖 𝑣𝑖

A kinematikailag lehetséges alakváltozási sebességmezők közül az aktuális 
minimalizálja a fenti kifejezést.

Egy kinematikailag lehetséges sebességmező kielégíti az összenyomhatatlanság 
feltételét, valamint a kinematikai peremfeltételeket.

𝐽∗ = ሶ𝑊𝑖 + ሶ𝑊Γ + ሶ𝑊𝑠 = ሶ𝑊𝑡

belső erők 
teljesítménye

szakadó felületi 
teljesítmény

külső kényszerek 
teljesítménye

súrlódó erők 
teljesítménye



Sebességmező szakadása
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𝐴Γ

Zömítés síklapok 
között

Anyagáramlás szűkülő 
csatornában

szakadó 
felületek

𝐴𝑆
súrlódó 

felületek



Sebességmező szakadása
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𝑣𝑛
+

𝑣𝜏
+𝑣𝜏

−

𝐯+
𝐯−

𝐧

𝐴Γ

A felületre normális 
sebességkomponens 
azonos a felület mindkét oldalán:

𝑣𝑛
+ = 𝑣𝑛

−

Az érintő komponens ugrásszerűen 
változik:

Δ𝑣 = 𝑣𝜏
+ − 𝑣𝜏

− ≠ 0

𝑣𝑛𝑠

Δ𝜑𝑒𝑞 =
Δ𝑣

3 𝑣𝑛 − 𝑣𝑛𝑠

;  ǉ𝜎Γ =
1

Δ𝜑𝑒𝑞
න

𝜑𝑒𝑞

𝜑𝑒𝑞+Δ𝜑𝑒𝑞

𝑘𝑓𝑑𝜑𝑒𝑞

𝑣𝑛
−

A felületen áthaladva az anyagi rész alakváltozást szenved:



Hengeres tömör test zömítése
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Kinematikai vizsgálat

𝑧 = 0 𝑣𝑧 = 0
𝑧 = ℎ 𝑣𝑧 = −𝑣

𝑣 =

𝑣𝑟

𝑣𝜃

𝑣𝑧

𝑣𝑧 = 𝐶1 + 𝐶2𝑧

𝑣𝑧 = −
𝑣

ℎ
𝑧

𝑑𝑖𝑣 𝑣 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
+

𝑣𝑟

𝑟
+

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= 0

Összenyomhatatlanság:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑣𝑟𝑟) +

𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= 0

ሶ𝜑𝑟𝑟 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟

ሶ𝜑𝜃𝜃 =
𝑣𝑟

𝑟

ሶ𝜑𝑧𝑧 =
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
= −

𝑣

ℎ

𝑣𝑟𝑟 = න −𝑟
𝜕𝑣𝑧

𝜕𝑧
𝑑𝑟

𝑣𝑟𝑟 =
𝑣𝑟2

2ℎ
+ 𝑓(𝐶, 𝑧)



Hengeres tömör test zömítése
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𝑣 =

𝑣𝑟

𝑣𝜃

𝑣𝑧

𝑣𝑟 =
𝑣

2ℎ
𝑟

Peremfeltétel:

𝑟 = 0 𝑣𝑟 = 0
𝑓(𝐶, 𝑧)=0

ሶ𝜑𝑟𝑟 =
𝑣

2ℎ
 ሶ𝜑𝜃𝜃 =

𝑣

2ℎ
  ሶ𝜑𝑧𝑧 = −

𝑣

ℎ

ሶ𝜑𝑒𝑞 =
2

3
ሶ𝜑𝑟𝑟
2 + ሶ𝜑𝜃𝜃

2 + ሶ𝜑𝑧𝑧
2 =

𝑣

ℎ

𝜑𝑒𝑞 = න
0

𝑡

ሶ𝜑𝑒𝑞 𝑑𝑡 = න
0

𝑡

−
𝑑ℎ

𝑑𝑡

1

ℎ
𝑑𝑡 = න

𝐻

ℎ

−
𝑑ℎ

ℎ
= ln

𝐻

ℎ

Ha   𝑣 = −
𝑑ℎ

𝑑𝑡
    és   ℎ𝑡=0 = 𝐻   akkor



Hengeres tömör test zömítése
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Belső erők teljesítménye

ሶ𝑊𝑖 = න

𝑉

𝑘𝑓 ሶ𝜑𝑒𝑞𝑑𝑉 = 𝑘𝑓

𝑣

ℎ
𝑟𝑘

2𝜋ℎ = 𝑣𝑘𝑓𝑟𝑘
2𝜋

ሶ𝑊𝑆 = න

𝐴𝑆

𝜏 Δ𝑣 𝑑𝐴𝑆 = 2 න

0

𝑟𝑘

𝜏 𝑣𝑟  2𝜋𝑟 𝑑𝑟 = 2 න

0

𝑟𝑘

𝑚
𝑘𝑓

3
 

𝑣

2ℎ
𝑟  2𝜋𝑟𝑑𝑟 =

2

3
𝜋𝑚

𝑘𝑓

3

𝑣

ℎ
𝑟𝑘

3

Súrlódó erők teljesítménye

Kudo súrlódási modell

𝑣𝑟 =
𝑣

2ℎ
𝑟

A külső kényszerek teljesítménye 𝑭𝒗 így:

𝐽∗ = ሶ𝑊𝑖 + ሶ𝑊𝑆 = 𝐹𝑣 → 𝐹 = 𝜋𝑟𝑘
2𝑘𝑓 1 +

2

3 3
𝑚

𝑟𝑘

ℎ

𝑝 =
𝐹

𝐴
= 𝑘𝑓 1 +

𝑚

3 3

𝑑𝑘

ℎ

A zömítéshez szükséges nyomás:

Teljesítmény = feszültség   x   alakv. sebesség

               = erő   x   sebesség



Az energetikai módszer fő lépései

1. A jellemző folyási kép alapján a sebességvektor egyik komponensének  
meghatározása.

2. Az anyag összenyomhatatlansága alapján a sebességmező többi 
komponensének meghatározása (differenciálegyenlet megoldása).  

3. A kinematikailag lehetséges alakváltozási sebességmező előállítása.

4. A belső erők teljesítményének, a szakadó felületek teljesítményének 
felírása.

5. A funkcionál szélsőértékének meghatározása. 
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Anyagáramlás kúpos csatornában
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Kiegészítő anyag

R0

Rf𝜎𝑥𝑏

𝜎𝑥𝑓

Γ1
Γ2

Γ3

Γ4



Anyagáramlás kúpos csatornában
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Γ1: Δ𝑣 = 𝑣𝑓 sin 𝜃

Γ2: Δ𝑣 = 𝑣0 sin 𝜃

Gömbi koordináta-rendszerben  (r,,  )

R0

Rf𝜎𝑥𝑏

𝜎𝑥𝑓

𝑣𝑟 = −𝑣𝑓𝑟𝑓
2 cos 𝜃

𝑟2 ,

𝑣𝜙 = 𝑣𝜃 = 0

Szakadófelületek: Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

ሶ𝜑𝑟𝑟 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
 

ሶ𝜑𝜃𝜃 =
1

𝑟

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜃
+ 𝑣𝑟

ሶ𝜑𝜙𝜙 =
1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜙
+ 𝑣𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑣𝜃𝑠𝑖𝑛𝜃

Gömbi kr.−ben:

ሶ𝜑𝑟𝜃 =
1

2

1

𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃
+

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝑟
−

𝑣𝜃

𝑟
 

ሶ𝜑𝜃𝜙 =
1

2𝑟

1

𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝜃

𝜕𝜙
+

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝜃
− 𝑣𝜙 cot 𝜃

ሶ𝜑𝜙𝑟 =
1

2

1

𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜙
+

𝜕𝑣𝜙

𝜕𝑟
−

𝑣𝜙

𝑟

Γ3: Δ𝑣 = 𝑣𝑓𝑟𝑓
2 cos 𝜃

𝑟2

Γ4: Δ𝑣 = 𝑣𝑓



Anyagáramlás kúpos csatornában
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R0

Rf𝜎𝑥𝑏

𝜎𝑥𝑓

Γ1

Γ2

Γ3

Γ4

ሶ𝜑𝑟𝑟 =
𝜕𝑣𝑟

𝜕𝑟
 

ሶ𝜑𝜃𝜃 = ሶ𝜑𝜙𝜙 =
𝑣𝑟

𝑟

ሶ𝜑𝑟𝜃 =
1

2𝑟

𝜕𝑣𝑟

𝜕𝜃

ሶ𝜑𝑟𝑟 = −2 ሶ𝜑𝜙𝜙 = −2 ሶ𝜑𝜃𝜃 = 2𝑣𝑓𝑟𝑓
2 cos 𝜃

𝑟3

A nem-zérus tagok:

Összenyomhatatlanság:

ሶ𝜑𝑟𝑟 + ሶ𝜑𝜙𝜙 + ሶ𝜑𝜃𝜃 = 0

ሶ𝜑𝑘ú𝑝
𝑒𝑞

= 2𝑣𝑓𝑟𝑓
2 1

𝑟3
1 −

11

12
sin2 𝜃

Alakváltozás:

𝜑𝑘ú𝑝
𝑒𝑞

= න

0

𝑡

ሶ𝜑𝑒𝑞𝑑𝑡 = 2
1 −

11
12 sin2 𝜃

cos 𝜃
ln

𝑟0

𝑟
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Belső erők teljesítménye

Szakadófelületi erők teljesítménye

A külső kényszerek teljesítménye:

ሶ𝑊𝐴Γ
= ሶ𝑊Γ1,2

+ ሶ𝑊Γ3
+ ሶ𝑊Γ4

=
2

3
𝑘𝑓𝜋𝑣𝑓𝑅𝑓

2 ቈ
𝛼

sin2 𝛼
− cot 𝛼 + 𝑚 cot 𝛼 ln

𝑅0

𝑅𝑓
+ 𝑚 

𝐿

𝑅𝑓

ሶ𝑊𝑖 = 2𝜋𝑘𝑓𝑣𝑓𝑟𝑓
2𝑓 𝛼 ln

𝑟0

𝑟𝑓
= 2𝜋𝑘𝑓𝑣𝑓𝑅𝑓

2𝑓 𝛼 ln
𝑅0

𝑅𝑓

𝑓 𝛼 =
1

sin2 𝛼
൦1 − cos 𝛼 1 −

11

12
sin2 𝛼 + +

1

11 ⋅ 12
ln

1 +
11
12

11
12

cos 𝛼 + 1 −
11
12

sin2 𝛼

ሿ

Az 𝑟 és 𝑅 közötti  kapcsolatot az 𝑓 𝛼  adja meg:

𝐽∗ = න
𝑉

𝑘𝑓 ሶ𝜑𝑒𝑞𝑑𝑉 + න

𝐴Γ

𝜏 Δ𝑣 𝑑𝐴Γ = න

𝐴𝑡

𝑇𝑖 𝑣𝑖

húzásnál:

sajtolásnál: 𝐹𝑠𝑎𝑗𝑡𝑜𝑙á𝑠𝑣0 − 𝐹𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛𝑛𝑦𝑜𝑚á𝑠𝑣𝑓 = 𝜎𝑥𝑏2𝜋𝑅0
2𝑣0 − 𝜎𝑥𝑓2𝜋𝑅𝑓

2𝑣𝑓

𝐹ℎú𝑧á𝑠𝑣𝑓 − 𝐹𝑓𝑒𝑠𝑧í𝑡é𝑠𝑣0 = 𝜎𝑥𝑓2𝜋𝑅𝑓
2𝑣𝑓 − 𝜎𝑥𝑏2𝜋𝑅0

2𝑣0
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𝑣0

𝑣𝑓

𝑣0 cos 𝜃

𝑣𝑓 𝑐𝑜𝑠𝜃

𝑣0 sin 𝜃

𝑣𝑓 𝑠𝑖𝑛𝜃
I.zóna

II.zóna

𝐽∗ = ሶ𝑊𝑖 + ሶ𝑊Γ = ሶ𝑊𝑡

húzásnál:

sajtolásnál:

Mindkét oldalt elosztva 𝑘𝑓-fel és a felülettel:

𝜎𝑥𝑓

𝑘𝑓
=

𝜎𝑥𝑏

𝑘𝑓
+ 2𝑓 𝛼 ln

𝑅0

𝑅𝑓
+

2

3
ቈ

𝛼

sin2 𝛼
− cot𝛼 − 𝑚𝑐𝑜𝑡𝛼 ln

𝑅0

𝑅𝑓
+ 𝑚

𝐿

𝑅𝑓

𝜎𝑥𝑏

𝑘𝑓
=

𝜎𝑥𝑓

𝑘𝑓
− 2𝑓 𝛼 ln

𝑅0

𝑅𝑓
−

2

3
ቈ

𝛼

sin2 𝛼
− cot𝛼 − 𝑚𝑐𝑜𝑡𝛼 ln

𝑅0

𝑅𝑓
+ 𝑚

𝐿

𝑅𝑓

Alakváltozás szakadófelületen:

Δ𝜑𝑒𝑞 =
Δ𝑣

3 𝑣𝑛−𝑣𝑛𝑠
   Δ𝜑𝑒𝑞

0 = Δ𝜑𝑒𝑞
𝑓 =

𝑣0 sin 𝜃

3𝑣0 cos 𝜃
=

tan 𝜃

3

I.zóna 𝜑𝑒𝑞 =
1

3
tan 𝜃 + 𝜑𝑘ú𝑝

𝑒𝑞

II.zóna 𝜑𝑒𝑞 =
1

3
tan 𝜃 + ቚ𝜑𝑘ú𝑝

𝑒𝑞

𝑟=𝑟𝑓

+
1

3
tan 𝛼

Alakváltozás:
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