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@att Témakorok

Térfogati és fellleti erdk, feszultségtenzor

" Feszliltségtenzor féértékei és f6iranyai

Deviatoros feszultség

= Egyensulyi és mozgasegyenletek




A testre hato erdk

1782

A testre hato er6ket felliletre és térfogatra hato er6k csoportjaba sorolhatjuk.
Ezeket a fellletre vagy térfogatra hatd fajlagos er6kkel (eroslirliség)
jellemezhetjik. Az er6k hatasara a test elmozdulhat és alakvaltozast

szenvedhet.
A pl. szerszam
gyorsulas
1 g —a AV térfogatra haté er6
dt = — lim — o0 —atest slrlsége
0 AV=0AV gt fajlagos térfogati erd X3, X5
Mennyire fontosak a gyorsulasbél, gravitacidbol A
szarmazo erbk az alakitastechnika szempontjabadl? €3, E3
O >
df = lim P p—feliileti er6 a Aa fellleten - e, E, X5, X,
Aa—0Aa  df —fajlagos feliileti erd ST

Az azonositd és a
vonatkoztatasi KR azonos

kezd6pontu és orientacidju.




A feszUltseg hatasa
Sinkil6kddes ( as)

g

kgm

g

Ha egy 20 °C hémérsékletld, zomok acélrudat satuba fogunk,
majd 120 °C-ra felmelegitliink és feltételezziik, hogy a satu nem
melegszik fel, akkor a gatolt h6tagulasbol adddo feszultség:

ooy =E-a-AT =2,1-10°-1,2-107°-100 = 252 MPa
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@att Alakvaltozas

szilardsagtan

A merev testet az jellemzi, hogy
pontjainak relativ tavolsaga a terhek
hatasara is valtozatlan marad. A merev
testek csak merevtestszerii elmozdulast
végeznek, amely egy eltolddas- és egy
elfordulasvektorral jellemezheté.

A szilard testek a kulsé terhek hatasara
alakvaltozasokat szenvednek, melyek VA
kovetkeztében mind pontjaik relativ
tavolsaga, mind az iranyok relativ sz6ge
megvaltozik. Ezzel egyidejlileg a test még
merevtestszerl elmozdulast is végez.

A szilard testek a merevtestszer(
eltolédason és elfordulason tul

alakvaltozasokat is szenvednek.




Szakito diagram
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Feszultségek

or =0y =0

Alakvaltozasok

= - z 2 2 2
Qoegyenértékl’j = 3(¢I +¢II +¢III)
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Szakitovizsgalat (kontrakcids szakasz)

probatest tengelyvonalaban

T A T
ﬂ=kf+0_r
>
S

A probatest fellletén, a huzott
keresztmetszet keriletén, egytengely(
feszultségi allapot van:

Opsszehasonlito — E [(Ua - O-r)z + (Ur - Ut)z + (0r — Ua)z]

1 2 2
Oysszehasonlito — \/E [kf + 0+ kf ] = kf

A probatest tengelyvonaldban, a huzott keresztmetszet
kdozepén, egytengelyl alakvaltozasi allapot van.




Alakitasi szilardsag mérése Ao A

Z0mitd vizsgalat
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@att Feszultségtenzor

A fesziltségtenzorral a testen beluli
erdviszonyokat irjuk le.

A gondolatban szétvagott test vagott
feltletére olyan erb6ket definialunk,
amelyek az eredetivel megegyez6

alakvaltozast, illetve mozgast X1, %4

eredmeényeznek.

Ezen a fellleten egy kivalasztott pontban a
da vektorral definialt da nagysagu
feliletelemre df er6vektor hat.

Ebben az esetben a o fesziiltségtenzor a da
és a df kozotti kapcsolatot adja meg.

g;j ,0 - Cauchy-fele feszultseg tenzor

Nem egységvektor.
Nagysdga a feliilet
nagysdgadval ardnyos.

X5, X5
df; = ojjda; vagy df =oda

dfl = Ulldal + 0’12da2 + 0-13da3
dfz = UZldal + Uzzdaz + 0'23da3

df3 = 0'31da1 + 0-32da2 + O'33da3

011 012 013
o = |021 022 033
031 032 033




@att Feszultségtenzorok

o Cauchy-féle feszultségtenzor df = oda

valodi fesziiltség / \

ero a pillanatnyi felliletelem a
konfiguracion pillanatnyi

\ konfiguracion
P . Piola-Kirchhoff-féle fesziltsegtenzor df = PdA = P da,
mérnoki fesziiltség

felliletelem a kezdeti
konfiguracion

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e — — — — — — — ————

/

f

|

i S . Piola-Kirchhoff-féle fesziiltségtenzor dfo =S dA =S da,
I

I

| erd a kezdeti

e e e e e e — o — — — o e e e e e s e e e e e s e e e e e e e e e e e e — — — — — — — — — — — — — — — — — — — ="



Az egységnyi feliiletre vonatkozo fesziltség (p fesziiltségvektor) az elemi
erévektor és a da fellilet hanyadosa:

df_
da_p

Igy a kivalasztott pontban az adott
felUletre hato feszlltségvektor:

p=on

/X

fesziiltség  egységvektor
tenzor  (hossza egységnyi, a
kivalasztott sik normdlisa)

A valasztott anyagi pontban, az
n, normaliranyu egységnyi fellletre

p. fesziltsegvektor hat, ami o441 normal
T9 feszliltségkomponense és 045, 013
tangencialis komponensekre bonthato.

A (1), (2) és (3) index a
kivalasztott iranyt jeloli



Normal- és tangencialis feszultségek

A fellletre hato feszliltségvektor:

Onormal

Onormal

p=on
Pi = 0ij Ny

A fesziltségvektor normal irdnyu vetilete:
Onormat — PN =0nn

pi Ny = 0ij ; N

o111y —+ O12N>oNq + O13NM3N4 +
O,1N1 Ny + 072NNy —+ Oy3N3N, —+
031M N3 + 03NNz + 033N3N3

A feszultségvektor érintd iranyu vetilete:

T

T

Skalarszorzat: F -7 = |ﬁ| - |1| cos @

T=pS=0NS

= PiSi = 0ijj Ny Sy

011M1 51 ~+ 012N S5 + 013N351 +
0,1M1S> + 072Ny SH + O73MN3S> +

031M1S3 + 032MS3 + 033N3S3



Feszultségtenzor f6iranyai




é Feszultségtenzor egy adott
koordinatarendszerben (x4, x5, X3):

011 012 013
o = |021 032 033
031 032 033

-~

Feszultségtenzor a féiranyok )
koordinatarendszerében (x,7, x,7,%51):

01 0 0 0] 0 0
o=1|0 (o)) Ol=1]0 Oy 0
0 0 O3 0 0 Or11




@att FOiranyok és féertékek

6 = 0.0° Om = 15.0 1\]'/1111112
4 - on= -10.0 N/mm?
7= 10.0 N/mm?

> 0 - l—»
27 | _ 011 012]
% = loy, 0y
- _[—10 10
' °G = 110 15] MP
4 2 9 4




Mohr-korok

tengelyszimmet-
rikus nyomas

>
O o o
\
AT o
pl. zOmités
>
0, 70, O
| _—

AT pl. Watts-Ford
vizsgalat,
finomlemez
hengerlés




@att Mohr-korok | T
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—10 10 O
Oij = [1100 1(5)]MPa= 10 15 0|MPa
0 00 oy < 0y < 0y
T A

—13,5 MPa < OMPa < 18,5MPa



Deviatoros feszlltség




Feszultségtenzor

MUEGYETEM {1782

011 012 013 Kronecker delta
e R | = .. .. .
031 032 033 5;;=0,ha i#]

gombtenzor, hidrosztatikus komponens
deviator tenzor, a hidrosztatikus dllapottdl vald eltérés

011 T 022 + 033

gs = g, = atlagos normalfesziiltseg g, =

3
® - — -
g O 0 011 012 013
—_— 4
O-ij =1 0 Op 0 ||+ 071 O 7o 073
4
0 0 oo ||oz1 o035 033

gombtenzor deviator tenzor

A hidrosztatikus feszlltségi allapot csak rugalmas térfogatvaltozassal jar.
A képlékeny alakvaltozas szempontjabdl csak a feszultségdeviator érdekes.



Skalar invariansok, deviator tenzor

és egyenertéekd feszultseg

I I __
o= oyl + ¢’ 0;j = 0jj — 0jj0p, Vagy @ =0 —adpl

A o' deviator tenzor a hidrosztatikus feszultségallapottdl vald eltérést mutatja.

A o0y hidrosztatikus komponens nem okoz képlékeny alakvaltozast.

_0'11+0'22+O'33_1 _11 ) o g
Op = 3 = §Ukk — 3 Az I, az elsé skalar invaridns.

,3 1
Oeq = Eo-i’ko-i,k - \/_E\/(U’n —0'32)? + (0'32 — 0'33)%2 + (011 — 0'33)% + 6(01; + 053 + 073)

Az egyenértékd feszliltség egy skalar mennyiséggel jellemzi a feszultségi allapotot.

Az egyenérték( fesziltség megmutatja, hogy az aktualis feszliltségi allapot,
egytengely( fesziltségi allapot esetében mekkora terhelésnek feleltetheté meg.



@att Skalar invariansok

63 —1lc*°+Lo—13=0

A harmadfoku egyenlet gydkei a f6fesziltségek (o, 0, 7)),
az egyenletben szerepl§ egyutthatok (/,, /1, 1;) a feszliltségi tenzor skalar
invariansai.

dltalanos esetben Fofesziiltségekkel

11=0-x+0-y+o-z 11=O-I+O-II+O-III

Ty @y Tyy Oy T, Oy = —(gy0y; + 01107 + 01107)

Txy Txz
Tyz




Egyensulyi és mozgasegyenletek




@att Egyensulyi es mozgasegyenletek

AV térfogatu A feltlet( alakvaltozasra képes test egyensulyi allapotanak
feltétele, ha az adott testre felileti és térfogati er6rendszer hat:

A test feliiletén hato fajlagos (kiilsé) er6k meg kell hogy
egyezzenek az ott jelen lévo fesziiltségvektorral.

/

j Qth-l-f pda=0
% A

X3, X3
A
j Qth—l—f o-nda=0 ey, E;
14 A
O -
o — a test slrlisége e B Xy X,
e,, E,

t — fajlagos térfogati eré
p — fajlagos fellleti er6 X1, X1



@att Egyensulyi és mozgasegyenletek
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AV térfogatu A feltlet( alakvaltozasra képes test egyensulyi allapotanak
feltétele, ha az adott testre fellleti és térfogati er6rendszer hat:

0 — a test slirlsége
t —fajlagos térfogatierd BN A L
otdV + o-nda=0 p — fajlagos felileti er6 leges F zdrt felilet dltal
V A hatdrolt V térfogatban

_ e i
" Gauss—Osztrohradszkij-tétel ) eddsiuideily

;s ris V(x) vektormezére
alkalmazasaval

fenndll, hogy V divergen-
cidjanak térfogati integ-

B f o-nda = f div o dV |REtLE it e
A V

madlis) F feliiletelem és V
y
- / skalaris szorzatanak in-

J (ot + div 0)dV = 0 <— lgy elég csak a térfogatot vizsgalni.  [ELELEILEE
%

Ha a test mozog:

A test teljes térfogatara és barmelyik rész- dv

térfogara is igaz kell, hogy legyen. ot +divo = QE
daj; dv;
ot+dvo
P Ahol Vv - sebesség
Oji - stirdisé
oti +==—=0 Q 9

00X Id. késébb: anyagtorvény



@att

Egyensilyi és mozgasegyenletek  (ARITS
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Descartes—féle (derékszogl) koordinata-rendszerben

/00-11 +(9O'21 + 60-31 + oot = dv1 )
d0x4 d0x, 0x3 et =0 dt
do do do dv
12 + 22 + 32 + Qtz =0 2
d0x4 0x, 0x3 dt
do do do dv
7% T om Tk TO =g
\_ 1 2 3 )
Statikai egyensulyi egyenlet.
Id6ben allanddsult folyamat, a térfogati
er6k elhanyagoldsaval.
do do do
11 21 + 31 —0
dxq d0x, d0x3
00-12 + 0022 + 0032 =0 egyensulyban
ax1 0x2 axg |évé testre
do do do
13 + 23 + 33 —0
d0x4 dx, 0x;

gyorsulo

x(xq,%5,x3,t)  koordinatak

(X1, X5, X3,t) X1, X9, X3
v(xlr x2' X3, t)
R
...... T(’x]’ir X2, x3)




aO'Tr 1 00r¢ 60,7 Oryr — O'¢¢
or 1 0¢+az+ r ek =e
00'¢r 1 00'¢¢ 00¢Z dv¢
+— + 2 + oty = 0——
ar | r 0 ax; T
00, 10054 00y, dv,
+— + +ot, =0——
. Or r d¢p = 0z O T 00t

Id6ben allanddsult folyamat, a térfogati

Statikai egyensulyi egyenlet.
er6k elhanyagolasaval.

00, laaﬂp 00,;  Oprr — Ogpg B

0
or r 0¢ * 0z * r
do 100 do,
<I>T_|__ ¢¢+2 ¢Z=O
or r d¢ 0x3
do, 1 aO'Z¢ do,, egyensulyban

or +; d¢ + 07 =0 |evstestre

koordinatak

r, ¢,z

| (r,9,2)



Koszonom a figyelmet!




@att lrodalom

https://www.continuummechanics.org

Kozak Imre, Szeidl Gyorgy, Tenzorszamitas indexes jel6lésmddban

Han-Chin Wu: Continuum Mechanics and Plasticity

Continuum Mechanics Examples by Dr. Attila Kossa




